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Tanimlar ve On Hazirlik

Tanim

Rasyonel sayilar cisminin bir sonlu cisim genislemesine sayi cismi denir.

Her sayi cismi sonlu boyutlu bir Q-vektor uzayidir. Bu vektor uzayinin
boyutuna, sayi cisminin derecesi denir.

Ornek

Q()={a+bi|abeQ}

ikinci dereceden bir sayi cismidir.
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Tanim

Sifirdan farkli tam sayi katsayili bir polinomu saglayan karmasik sayilara
cebirsel sayi denir.

Tanim

Tam sayi katsayili tekil bir polinomu saglayan karmasik sayilara ise cebirsel
tam sayi denir.

v

Ornek

i € Q(i), bir cebirsel tam sayidir ciinkii, X2 4 1 € Z[X] polinomunu saglar.
Bunun yani sira, % € Q(/), 2X — 1 polinomunun kokii oldugu icin bir
cebirsel sayidir. Fakat, bir cebirsel tam sayi degildir.
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Tanim

« cebirsel sayisini saglayan en kiiciik dereceli, tekil f(X) € Q[X]
polinomuna, a'nin minimal polinomu denir.

Tanim

K sayi cisminin cebirsel tam sayilar kiimesine K'nin tam sayilar halkasi
denir ve Ok ile gosterilir.

Ornek
Q'nun tam sayilar halkasi Z'dir, yani, Og = Z.
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Ok'nin Ozellikleri

Derecesi n olan K sayi cismi icin K'nin tam sayilar halkasi Ok asagidaki
ozellikleri saglar:

@ Ok bir halkadrr.
o Ok, ranki n olan serbest bir abel gruptur.

@ Ok bir Dedekind bolgesidir, yani, sifirdan farkh her ideal a C Ok asal
ideallerin carpimi olarak tek bir bigimde yazilr.
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Tanim

K bir sayi cismi ve a C Oy sifirdan farkh bir ideal olsun. a idealinin Ok
halkasindaki indeksine a idealinin normu denir ve N(a) ile gosterilir.

@ Sifirdan farkli her idealin normu sonludur.

@ Norm, carpimsal bir fonksiyondur. Yani, sifirdan farkli herhangi iki
ay, ap ideali icin
N(alag) = N(al)N(ag)

esitligi dogrudur.
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Motivasyon

P C N asal sayilar kiimesi ve

m(x)=KpeP|p<x}

asal saya¢ fonksiyonu olsun.

Ornegin, 7(10) = 5, w(100) = 25, 7(1000) = 168. Asal sayilarin
sonsuzlugunun ispati ilk kez Oklid tarafindan ”Oklid’in Elemanlar” adli
kitabinda M.O. 300'de sunuldu. Asal sayilar sonsuz oldugu icin

XI|_>mC>o 7(x) = o0.

1896'da Jacques Hadamard ve Charles Jean de la Vallée Poussin
birbirlerinden bagimsiz olarak Asal Say1 Teoremi'ni kanitladilar. Bu
teorem, asal sayac fonksiyonu igin asimptotik bir formiil verir:

m(x) ~

X
logx”
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Tam sayilar kiimesi Z'yi, Q sayi cisminin bir tamsayilar halkasi ve asal
sayilar kiimesi P'yi, Z'nin asal idealler kiimesi olarak gorebiliriz. Bu
yiizden, asal saya¢ fonksiyonu m(x), normu x'den kiigiik asal ideallerin
sayisini veren bir fonksiyon olarak ele alinabilir.

Soru

K bir sayi cismi, Ok, K'nin tam sayilar halkasi ve Py, Ok'nin asal idealler
kiimesi olsun. O zaman asagidaki fonksiyon icin asimptotik bir formiil
verebilir miyiz?

mr(x) = [{p € Pk | N(p) < x}|
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Landau'nun Asal Ideal Teoremi

Teorem

K bir cismi, Ok onun tam sayilar halkasi ve Py, Ok 'nin asal idealleri
kiimesi olsun.

Tk (x) = [{p € Pk | N(p) < x}|
asal ideal saya¢ fonksiyonu olarak tanimlayalim. O zaman, mk(x) igin

asimptotik bir formul vardir:

Tk (x) ~ x/ log(x).
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Dedekind Zeta Fonksiyonu ve Analitik Ozellikleri

Tanim

K sayi cisminin Dedekind zeta fonksiyonu, reel kismi 1'den biiyiik
karmasik sayilar i¢in asagidaki Dirichlet serisi olarak tanimlanir:

1
)= D e

O#GEOK

o Eger R(s) > 1 ise, Dedekind Zeta Fonksiyonu (k(s) mutlak
yakinsaktir.

@ Dedekind zeta fonksiyonunun asal idealler tizerinden bir Euler carpimi
vardir: 1
()= 11 —x=s
b, L= Np)~

@ Dedekind zeta fonksiyonunun R(s) > 1 icin, s = 1'de basit
tekilliligiyle beraber, bir analitik genislemesi vardir.
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Gauss'un Tam Sayilari i¢in Asal Ideal Teoremi

x € R, p = 4k + 3 formunda bir asal sayi ve p < /x olsun. O zaman,
p = (p), Z[i]'nin bir asal idealidir ve N(p) = p°.
p = 4k + 1 formunda bir asal sayi ve p < x olsun. Biliyoruz ki, 4k + 1
formunda bir asal sayi

p=a’+ b

seklinde yazilir. O zaman, p, = (a+ bi) ve p, = (a — bi) normu p olan iki
asal idealdir. Bu yiizden, Asal Sayi Teoremini kullararak asagidaki sonucu
elde ederiz:

(/X 2m(x X
W@(i)(x) ~ (\{) + 2( ! ~ log(x)
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